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Введение 

Данные методические указания ставят своей целью оказать 

существенную помощь студенту в овладении техникой интегрирования. 

Рекомендации состоят из 10 параграфов. В них излагаются методы 

решения типовых задач интегрального исчисления, приводятся подробные 

решения примеров и пояснения к этим решениям. В конце параграфа 

предлагаются упражнения для самостоятельной работы. 

 

§ 1. Понятие неопределенного интеграла и его свойства. 

Первообразной функцией для функции  xf  называется такая функция 

 xF , производная которой равна данной функции, то есть    xfxF  . 

Теорема. Две различные первообразные одной и той же функции,  

определенной на промежутке, отличаются друг от друга в этом 

промежутке на постоянное слагаемое. 

Доказательство. В самом деле, пусть )(xf - некоторая функция, 

определенная на промежутке [a;b], и )(),( 21 xFxF  ее первообразные, т.е.  

)x(f)x(F),x(f)x(F 
21

. Отсюда ).()( 21 xFxF   

Но если две функции имеют одинаковые производные, то эти 

функции отличаются друг от друга на постоянное слагаемое. 

Следовательно, 

,)()( 21 CxFxF    где C - постоянная величина, что и требовалось 

доказать. 

Основное свойство первообразных: если  xF  является первообразной 

функции  xf  на некотором промежутке, то все первообразные функции 

 xf  имеют вид   СxF  , где С – постоянная. 

Неопределенным интегралом от непрерывной функции  xf  

называется множество всех ее первообразных. Неопределенный интеграл 

функции  xf  обозначается   dxxf  и, исходя из определения 

    CxFdxxf  . 
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В этом равенстве  xf  называют подынтегральной функцией,  dxxf  - 

подынтегральным выражением, переменную х – переменной 

интегрирования, а слагаемое С – постоянной интегрирования. 

 

Свойства неопределенного интеграла. 

1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции; дифференциал неопределенного интеграла равен 

подынтегральному выражению: 

    xfdxxf 


 ,       dxxfdxxfd  . 

2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции 

равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

    Cxxd   . 

3. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного 

интеграла: 

     dxxfcdxxcf          constc  . 

Для доказательства данного равенства найдем производные от левой и 

правой частей:  

    ).())(())((),())(( xcfdxxfcdxxfcxcfdxxcf  

Производные от правой и левой частей равны, следовательно разность 

двух любых функций, стоящих слева и справа, есть постоянная. В этом 

смысле и следует понимать данное равенство. 

4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы непрерывных 

функций равен такой же алгебраической сумме неопределенныx 

интегралов от слагаемых: 

               .dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf 321321  

При вычислении неопределенных интегралов бывает полезно иметь в 

виду следующие правила. 

1. Если   ,)()( CxFdxxf  то  
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.)(
1

)( CaxF
a

dxaxf   

2. Если   ,C)x(Fdx)x(f   то 

  .)()( CbxFdxbxf  

3. Если   ,C)x(Fdx)x(f   то 

.)(
1

)( CbaxF
a

dxbaxf   

 

§ 2. Таблица основных интегралов. 

1.  





C
a

x
dxx

a
a

1

1

.                    1a  

2.   Cdx0 . 

3.    Cxdxdx1 . 

4.    Cx
x

dx
dx

x
ln

1
.             0x  

5.   Cedxe xx . 

6.   C
a

a
dxa

x
x

ln
. 

7.   Cxxdx sincos . 

8.   Cxxdx cossin . 

9.    Cx
x

dx
dx

x
tg

coscos

1
22

. 

10.    Cx
x

dx
dx

x
ctg

sinsin

1
22

. 
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11.   





CxCx
x

dx
dx

x
arccosarcsin

11

1

22
. 

12.  


C
a

x
C

a

x

xa

dx
arccosarcsin

22
. 

13.  


CxCx
x

dx
arcctgarctg

1 2
. 

14.  






C

x

x

x

dx

1

1
ln

2

1

12
. 

15.  


C
a

x

axa

dx
arctg

1
22

. 

16.  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

. 

17.  


Caxx
ax

dx 22

22
ln . 

18.   Cxxdx coslntg . 

19.   Cxxdx sinlnctg . 

20.   C
x

x

dx

2
tgln

sin
. 

21.  






 
 C

x

x

dx

42
tgln

cos
. 

  

§ 3. Интегрирование разложением. 

Метод разложения основан на свойстве 4 неопределенного интеграла.  

 Если        xfxfxfxf 321  ,  

то           .dxxfdxxfdxxfdxxf 321  

Пример 1. Найти интеграл  dxx3 . 
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Решение. Применяя формулу 1 § 2 для случая 3a . В соответствии с 

этой формулой получаем  

C
x

C
x

dxx 





413

413
3 . 

Пример 2. Найти интеграл 


dx
x

xxx
2

234 32
. 

Решение. Разделив почленно числитель на знаменатель, пользуясь 

свойствами 3 и 4 и формулами 1, 3 § 2, находим 

  


 dxxdxdxxdxxxdx
x

xxx
3232

32 22

2

234

Cxx
x

Cx
xx

 3
3

3
2

2
3

2
323

. 

Пример 3. Найти интеграл  







 dx

x

2

2

1
1 . 

Решение. Раскроем скобки 
42

2

2

11
21

1
1

xxx









 . 

   







  dxxdx

x

dx

x

dx
dxdx

xx

2

4242
22

11
21  













 





1

311412
4 2

31
2

1412
2 xxC

xx
xC

xx
xdxx  

C
xx

xC
x




3

3

3

12

3
. 

Пример 4. Найти интеграл  xdx2ctg . 

Решение. 1
xsin

1

xsin

xsin

xsin

1

xsin

xsin1

xsin

xcos
xctg

22

2

22

2

2

2
2 


 . 

   







 Cxxdx

x

dx
dx

x
xdx ctg

sin
1

sin

1
ctg

22

2 . 

Пример 5. Найти интеграл   xx

dx
22 cossin

. 

Решение.   









dx

xx

xx
dx

xxxx

dx
22

22

2222 cossin

cossin

cossin

1

cossin
 

   






x

dx

x

dx
dx

xx
dx

xx

x
2222

2

22

2

sincoscossin

cos

cossin

sin
Cxx  ctgtg . 
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Задачи. Найти неопределенные интегралы. 

1.  







 dx
х

хx
1

22                2. 


dx
x

х
3

2
 

3.    dxхx 3              4. 
 



dx

x

x
3

1
 

5.  











dx
х

e
e

x
x

2
1                 6.  

dx
xx

x
22 sincos

2cos
 

7.  

















dx

хx 22
1

3

1

2
   8. 


dx

x

х

3

2
 

9.  







 dx
хxx 32

111
  10.  








 dx

xх
2

2
cos

2
sin  

11. 


dx
x

x
2

3

sin

sin1
  12. 


dx

x

х
4

8 310
 

13. 
 



dx

x

x
3

22 1
  14.  













 dx

xx 4 3

11
 

15. 


dx
x

х

3 2

1
 16.  

















dx
х

a
a

x
x

3
1  

17. 


dx
x

x
2

2

cos

ctg23
 18.  

dx
x

х
2

4

1
 

19. 
 



dx

x

х
2

2

12
 20.  













 dx

xxx 33 2

11
 

 

§ 4. Независимость вида неопределенного интеграла от выбора 

аргумента функции. 

Рассмотрим простейшие преобразования дифференциала: 

1.  bxddx  , где b – постоянная величина. 

2.  axd
a

dx
1

 , где постоянная 0a . 

3.  baxd
a

dx 
1

, где постоянная 0a . 

4.  2

2

1
xdxdx  .                    5.  bxdxdx  2

2

1
. 
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6.  xdxdx cossin  .            7.  xdxdx sincos  . 

8.  xx eddxe  .  9.  xd
x

dx
tg

cos 2
 . 

10.  xd
x

dx
ctg

sin 2
 . 11.  xd

x

dx
arctg

1 2



. 

12.  xd
x

dx
arcsin

1 2



. 13.  xd

x

dx
ln . 

14. 









a

a
ddxa

x
x

ln
. 

В общем случае    xddxx   

Пример 1. Найти неопределенный интеграл    dxх
2

32 . 

Решение. На основании преобразования 3 дифференциала имеем 

 32
2

1
 xddx . 

           3232
2

1
32

2

1
3232

222
xdxxdхdxх

 
  CxC

x





3
3

32
6

1

3

32

2

1
. 

Пример 2. Найти интеграл   dxx 4  

Решение. Согласно преобразованию 1,  4 xddx . 

     
 










 C
x

xdxdxxdxx

1
2

1

4
4444

1
2

1

2

1

2

1

 
    CxCxC

x





3
2

32

3

4
3

2
4

3

2

2

3

4
. 

Пример 3. Найти интеграл   22x

xdx
. 

Решение. Согласно преобразованию 5,  2
2

1 2  xdxdx . 

      












Cx
x

xd

x

xd

x

xdx
2ln

2

1

2

2

2

1

2

2
2

1

2

2

2

2

2

2

2
. 

Пример 4. Найти интеграл  dxe

x

2 . 
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Решение. Ce
x

de
x

dedxe

xxxx


















  2222 2

2
2

2
2 . 

Пример 5. Найти интеграл  dx
x

4
cos . 

Решение. C
xx

d
xx

d
x

dx
x


















  4

sin4
44

cos4
4

4
4

cos
4

cos . 

Пример 6. Найти интеграл  x

dx

3sin 2
. 

Решение. 
   

Cx
x

xd

x

xd

x

dx
   3ctg

3

1

3sin

3

3

1

3sin

3
3

1

3sin 222
. 

Пример 7. Найти интеграл  .xdxx 3 21  

Решение.  

C
)x(

)x(d)x(xdxx 


 
3

4

1

2

1
11

2

1
1

3

4

2
23

1

23 2 = .C
)x(





8

133 42

 

Пример 8. Найти интеграл .dxxex 23

  

Решение. .Ce)x(dedxxe xxx  
333

3

1

3

1 32  

Задачи. Найти неопределенные интегралы. 

1.  xdx3cos                  2. 
 dxe x3  

3.  
















dxee

xx

22               4.    dxx
4

23  

5. 
 x

dx

23
                 6.  x

dx

5cos 2
 

7.   dxx 14                  8.   dxx3 65  

9.   dxbxa )sin(             10.  


dx

xx

x

75

52
2

 

11.   x

dx

101
                   12. dx

x

x
  sin21

cos
 

13.   xdxx cossin 2          14.  x

xdx
4sin

cos
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15. dx
x

x



2sin

cos21
            16.   xdxe x sincos  

17.   xdxe x2

             18.   xdxx 12  

19. 


3 3

2

1 x

dxx
                  20.   xdxx cossin41  

21.   x

xdx

cos31

sin
               22. 

   xx

dx

ln1
 

23.   xdxx sincos3          24.  x

xdx
3cos

sin
 

25.   xdxx cossin           26.   dxxex 23

 

27. 
 21 x

xdx
                 28. 


dx

x

xln1
 

29.  
 dxee xx 2

            30.   3

2

1 x

dxx
 

 

§ 5.Интегрирование по частям. 

Если u и v – дифференцируемые функции от х, то из формулы для 

дифференциала произведения двух функций 

  vduudvuvd  ,   откуда  .)( vduuvdudv   

Интегрируя обе части последнего  равенства, получим: 

   ,)( vduuvdudv  или 

  vduuvudv .       (1) 

       Это и есть формула интегрирования по частям. 

Укажем некоторые часто встречающиеся интегралы, которые 

вычисляются методом интегрирования по частям. 

1. Интегралы вида 

  dxexP kx ;    kxdxxP sin ;    kxdxxP cos , 

где  xP  - многочлен, k  - некоторое число.  

За u принимают  xP , т. е.  xPu   

2. Интегралы вида 
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   xdxxP ln ;    xdxxP arcsin ;    xdxxP arccos ;    xdxxP arctg ; 

   xdxxP arcctg . 

 Во всех этих случаях за u принимают функцию, являющуюся 

множителем при  xP . 

3. Интегралы вида   bxdxeax cos ;   bxdxeax sin , 

где а и в – числа, находятся двукратным интегрированием по частям. 

Пример 1. Найти   xdxх sin . 

Решение. Обозначим: хu  ; xdxdv sin  

Для применения формулы (1) необходимо знать ещё du и v . 

Дифференцируя равенство хu  , получаем dudх  . Интегрируем 

  xdxdv sin , xv cos . 

Подставляя значения u, v, du, dv в формулу (1), находим 

      xdxxxdxxxxxdxх coscoscoscossin  

.sincos Cxxx   

Пример 2. Найти   xdxх ln  

Решение. Полагая хu ln , xdxdv  , получаем dх
x

du
1

 ; 
2

2x
v  . 

По формуле (1) находим 

  x
x

xdxx
x

dx
x

x
x

x
xdxх ln

22

1
ln

2

1

2
ln

2
ln

2222

 

.
4

1
ln

222

1 2
22

Cxx
x

C
x

  

Пример 3. Найти   xdxe x sin  

Решение. Положим xeu  , xdxdv sin , отсюда dxedu x , xv cos . 

Тогда 

    xedxexxexdxe xxxx coscoscossin    .cos dxex x       (2) 

К интегралу в правой части снова применяем формулу интегрирования 

по частям. 
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Положим xeu  , xdxdv cos , отсюда dxedu x , xv sin . Тогда 

.sinsincos dxxexexdxe xxx

   

Подставляем  найденное выражение в равенство (2), получаем 

 

 

 

xexexdxexdxe xxxx sincossinsin    

xexedxxe xxx cossinsin2   

следовательно,   .cossin
2

1
sin Cxexedxxe xxx   

Задачи. Найти неопределенные интегралы: 

1. .ln dxx  2. .2 dxex x

   

3. .cos2 dxxx         4.   .1ln dxxx   

5. .arctg dxxx        6. .
ln

2 x

xdx
 

7. .arcsin dxx     8.   .1ln 2 dxx   

9. .
sin 2 x

xdx
    10. .

1

arcsin


 x

xdx
 

11. .3 dxex x


     12. .ln dxxx   

13. .arctg dxx      14. .cos dxxe x

   

 

§6.Интегрирование методoм замены переменной. 

Пункт 1. Пусть требуется вычислить интеграл   ,dxxf  где  xf  - 

непрерывная функция. Введем вместо х новую переменную z, положив 

 zх  , где  z  - функция, имеющая непрерывную производную  z , 

причем такая, для которой существует обратная функция  xz  . Тогда 

для вычисления   dxxf  достаточно вычислить       dzzzf  и затем 

переменную z,заменить через  x . Справедливо равенство  

;sinsincossin   dxexxexexdxe xxxx
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        .xz;dzzzfdxxf                (1) 

Функцию   z выбирают так, чтобы новая подынтегральная функция 

была «более простой» для интегрирования. 

 Пример 1. Найти  dx
x

e x

. 

Решение. Полагая 2zх  , находим zdzdх 2 . 

Тогда по формуле (1) 

.CeCedzezdz
z

e
dx

x

e xzz
zx

  2222  

Пример 2. Найти   dxxx 2 . 

Решение. Чтобы избавиться от корня, положим tx  2 . 

Возводя в квадрат это равенство, найдем х: 

22 tx  , 22  tx , откуда tdtdx 2 . 

Подставляя полученные равенства в подынтегральное выражение, 

находим  

       dtttdttttdtttdxxx 24222 2222222  

    CxxC
tt

dttdtt  
35

35
24 2

3

4
2

5

2

3
4

5
242  

Пункт 2. При интегрировании иррациональных функций используют 

замену переменных, которые позволяют свести интегрирование 

иррациональных функций к интегрированию рациональных функций. 

Так, для нахождения интегралов вида  dxx,...,x,xR k

 , 

где R – рациональная функция относительно х и различных дробных 

степеней х, используется замена переменной вида рtx   (в качестве р 

берется наименьший общий знаменатель всех показателей степени х). 

Пример 1. Найти интеграл 
 

dx
xx

xxx





3

63 2

1
 

Решение. Применяем подстановку 6tx  , то dttdx 56 , 23 tx  , 43 2 tx  . 

Следовательно, 
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 dt

t

tt
dtt

tt

ttt
dx

xx

xxx
2

35
5

26

46

3

63 2

1

1
66

11
 

 








  Ct

t

t

dt
dttdt

t

tt
arctg6

4
6

1
66

1

11
6

4

2

3

2

23

 

CxxCtt  63 24 arctg6
2

3
arctg6

2

3
. 

Пункт 3. Интеграл от простейшей квадратичной иррациональности 


 cbxax

dx

2
 с помощью дополнения квадратного трехчлена cbxax 2  до 

полного квадрата сводится к одному из двух интегралов 
 22 xa

dx
. 

Пример 1. Найти интеграл .
xx

dx


 1362
 

Решение. 

 139932133332136 22222 xxxxxx

    .xx 431393
22
  

 
.1363ln

43136

2

22
Cxxx

x

dx

xx

dx






  

Пример 2. Найти интеграл .
xx

dx


 21
 

Решение. 

  


















4

1

2

1
21

4

1

4

1

2

1
211 2222 xxxxxxxx

.xx

22

2

1

4

5

4

5

2

1
1

4

1

















  

.
5

12
arcsin

4

5

2

1

arcsin

2

1

4

51 22
C

x
C

x

x

dx

xx

dx






















        

  

Пункт 4.   

  1). Интеграл вида  dx
cbxax

BAx






2
 

вычисляется с помощью следующих преобразований 
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Применив к первому из полученных интегралов подстановку  

,dtdx)bax(,tcbxax  22  получим 

.CcbxaxCt
t

dt

cbxax

dx)bax(







2

2
22

2
 

Второй же интеграл был рассмотрен в пункте 3. 

2). Интеграл dx
cbxax

BAx






2
заменой переменной  

)cbxax(t  2

2

1
 приводится к интегралу вида .dt

nmt

EDt






2
 

Пример 1.  Найти интеграл .dx
xx

x






104

35

2
 

Решение. 

 

.1042ln71045

6)2(2ln71045
6)2(

7

104

42

2

5

104

)103()42(
2

5

104

35

22

22

2

222

Cxxxxx

Cxxxx
x

dx

dx
xx

x
dx

xx

x

dx
xx

x



























    

  Пример 2. Найти интеграл .
26

5

2
dx

xx

x





 

Решение.  

;x)x()xx(t  122
2

1
26

2

1 2  .dtdx,tx  1  

222 21226112626 ttt)t()t(xx  .t 27   


















 2222 77

4

7

51

26

5

t

tdt
dt

t

t
dt

t

t
dx

xx

x
      








 

2

2

2

2
72

2

1

7
arcsin4

7

)7(

2

1

7
4 t

t

t

td

t

dt
 

.
cbxax

dx
)

a

Ab
B(dx

cbxax

bax

a

A

dx
cbxax

)
a

Ab
B()bax(

a

A

dx
cbxax

BAx























22

22

2

2

2

2
2

2
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.
7

1
arcsin426

7
arcsin4 2 C

x
xxC

t



  

Пункт 5. 

Рассмотрим интегралы 

1) dx)xa,x(R  22 ; 

2) ;dx)xa,x(R  22  

3)  .dx)ax,x(R  22  

Эти интегралы находятся с помощью следующих подстановок: 

tax sin   для интеграла 1) типа, 

tax tg    для интеграла 2) типа 

t

a
x

cos
  для интеграла 3) типа. 

Пример 1.  Найти интеграл   

 

 

Решение. Вычислим интеграл с помощью подстановки 

tx sin2 ,  tdtdx cos2 ,  
2

arcsin
x

t   

.
2

arcsin)
2

(arcsinctgctg

1
sin

1
ctgcos2

sin4

sin444
2

2

2

2

2

2

C
xx

Ctt

dt
t

tdttdt
t

t
dx

x

x



















 

Пункт 6. 


 cbxaxx

dx

2)(
 

Этот интеграл с помощью подстановки 
z

x
1

 приводится к 

интегралу рассмотренному в пункте 3. 

Пример 1.  Найти интеграл 
 142 xxx

dx
. 

Решение. dz
z

dx,
z

x
2

11
  

dx
x

x



2

24
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14

1
1

411

1

14 2

2

2

2

2

2

zz
z

z

dz

zzz

dz
z

xxx

dx
 







  142ln
3)2(14

2

22
zzz

z

dz

zz

dz

.1
1

4
1

2
1

ln
2

C
xxx

C   

Пункт 7. 

dxxa  22  и dxmx 2  

Рассмотрим второй интеграл 











 

mx

mdx

mx

dxx
dx

mx

mx
dxmx

22

2

2

2
2  

mxv
mx

xdx
dvdxduxu 


 2

2
,,,  




 
mx

dx
mdxmxmxx

2

22  

mxxmdxmxmxx  
222 ln  

mxxmmxxdxmx 
222 ln2  

.)ln(
2

1 222 Cmxxmmxxdxmx   

 

Задачи. Найти неопределенные интегралы: 

1. dx
x

x





3 13

1
 2. 

 xx

dx
3

 

3. 
 112x

xdx
 4. 




dx

x

x

12

1
 

5. 
1x

dxx
 6. 




dx

xx

x

2

1
 

7. 
 1133 x

dx
 8.  


dx

e

e
x

x

1

1
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9. 
 322 xx

dx
 10. 

 221 xx

dx
 

11. 
 243 x

dx
 12. 

 






21

1

x

dxx
 

13. 
 24 xx

dx
 14. 

 2232 xx

dx
 

15. 
 245 xx

dx
 16. 

 344 2 xx

dx
  

17. 
 1362 xx

dx
 18. 

 29 x

xdx
 

19. .dxxx 12  

 

§ 7. Интегрирование рациональных дробей. 

Пункт 1. Рассмотрим интеграл 
 

 
,dx

cbxax

xP
2

 где  xP  - целый 

многочлен и а, в, с – постоянные 0a . Если дробь неправильная, то 

делим  xP  на cbxax 2 , получаем в частном некоторый многочлен  xа  

и в остатке – линейный двучлен nmx , отсюда 

 
 

cbxax

nmx
xa

cbxax

xP






 22
. 

 

Пример 1. Найти интеграл .
x

dx
  32 2

 

Решение. 

 
 

    





C
x

x

xd

x

dx

3

2
arctg

3

1

2

1

32

2

2

1

32 222
.

3

2
arctg

6

1
Cx 














 

Пример 2. Найти интеграл .
x

dx
  52

  

Решение. .
5

5
ln

52

1

52
C

x

x

x

dx







  

Пример 3. Найти интеграл .
xx

dx
  16102
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Решение. 

   
 

 










  2222
35

5

251625521610 x

xd

xx

dx

xx

dx

 
 

.
2

8
ln

6

1

35

35
ln

32

1
C

x

x
C

x

x












  

Пример 4. Найти интеграл   12 xx

xdx
. 

Решение.  

4

3

2

1
1

4

1

2

1
1

4

1

4

1

2

1
21

22

22 
















 xxxxxx
















4

3

2

11
22

x

xdx

xx

xdx
. 

Полагаем tx 
2

1
, отсюда 

2

1
 tx  и dtdx  .  

Следовательно, 









































 

4

3

4

3

2

1

4

32

1

4

3

4

3
2

1

4

3

2

1 2

2

222
2

t

td

t

dt

t

tdt
dt

t

t

x

xdx

 
























  1ln
2

1

2

3
arctg

3

2

2

1

4

3
ln

2

1

2

32

1 22

2

2

xxC
t

t

t

dt
.

3

12
arctg

3

1
C

x



 

Пример 5. Найти интеграл  12

4

x

dxx
. 

Решение. Произведя деление 4x  на 12 x , имеем ,
x

x
x

x

1

1
1

1 2

2

2

4





  

отсюда   















. arctg

3

x

11

1
1

1

3

2

2

2

2

2

4

Cxx
x

dx
dxdxxdx

x
xdx

x

x
 

Замечание. Если квадратный трехчлен cbxax 2  имеет 

действительные и различные корни 1x  и 2x , то для вычисления интеграла 

можно воспользоваться разложением подынтегральной функции на 

простейшие дроби: 

,
xx

B

xx

A

cbxax

nmx

21

2 








                          (1) 
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где А и В – неопределенные коэффициенты. Числа А и В находятся путем 

приведения равенства (1) к целому виду и приравнивания коэффициентов 

при одинаковых степенях х в левой и правой частях полученного 

равенства. 

Пример 6. Найти интеграл .dx
xx

x
 



65

2
2

 

Решение. Приравнивая знаменатель к нулю, получаем уравнение 

0652  xx ; находим его корни: 11 x  и 62 x . 

   
  61

16

6165

2
2 














xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
 

Отсюда, освобождаясь от знаменателя и учитывая, что 

   61652  xxxx , получим    162  xBxAx , или 

   BAxBAx  62 . 

Приравнивая друг к другу коэффициенты при одинаковых степенях x  

в правой и в левой частях последнего равенства, будем иметь 








26

1

BA

BA
. 

Следовательно, 
7

3
A , 

7

4
B . 

Получаем .6ln
7

4
1ln

7

3

67

4

17

3

65

2
2

Cxx
x

dx

x

dx
dx

xx

x











  

Задачи. Найти неопределенные интегралы: 

1.   252x

dx
    2.   92x

dx
 

3.   32x

dx
                              4. dx

x

x
 



4

25
2

 

5.   542 xx

dx
    6.   1362 xx

dx
 

7.  12

2

x

dxx
    8.  32

4

x

dxx
 

9.   22

2

x

dxx
   10.  

dx
x

x

2

3

 

11. 
   


dx

xx

x

32

4
               12.  


dx

xx

x

2

72
2
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13. 
   


dx

xx

x

21

12
                14.  


dx

xx

x

32

23
2

 

15.  


dx

xx

x

102

25
2

  

Если знаменатель правильной дроби разлагается на множители вида 

  ax  и   qpxx2
, то правильная дробь разлагается на сумму 

элементарных дробей следующим образом: 

 

       





















 qpxx

NxM

ax

A

ax

A

ax

A

qpxxax

xP
2

11

2

21

2
...  

   
.

qpxx

NxM
...

qpxx

NxM














222

22  

Пример 7. Найти интеграл 
    


dx

xxx

x

321

59
. 

Решение. 
   

.
x

C

x

B

x

A

xxx

x

321321

59













 

Приводя дроби в правой части к общему знаменателю, получаем 

   
        

   
.

xxx

xxCxxBxxA

xxx

x

321

213132

321

59









 

Сравниваем числители         .xxCxxBxxAx 21313259   

Раскрывая скобки в правой части и группируя члены, находим 

     .CBAxCBAxCBAx 23634559 2   

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в обеих частях 

равенства, получим три уравнения для определения неизвестных 

коэффициентов A , B , C : 














9236

5345

0

CBA

CBA

CBA

 

Решая эту систему, находим: 2A , 1B , 3C . Следовательно, 

    3

3

2

1

1

2

321

59














xxxxxx

x
 

И поэтому 

   






















 dx

xxx
dx

xxx

x

3

3

2

1

1

2

321

59
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.3ln32ln1ln2
3

3
21

2 Cxxx
x

dx

x

dx

x

dx









   

Пункт 2. 

Рекуррентная формула  


















   122122222 1222

321
kkk )at)(k(

t

)at(

dt

k

k

a)at(

dt
 

).2( k  

Пример. Найти интеграл .
)x(

dx
  22 4

  

Решение. 
















  )4)(12(24222

322

4

1

)4( 2222 x

x

x

dx

x

dx
 

.
)4(82

arctg
16

1

)4(22
arctg

2

1

2

1

4

1
22

C
x

xx
C

x

xx














  

 

Задачи. Найти интегралы: 

1.  


dx

xxx

x

2

2
23

2

   2. 
    


dx

xxx

xx

523212

1144 2

 

3.  


dx

xx

xx
3

2 323
        4.  


dx

xxx

xx
23

2

2

152
 

5.  


dx

xxx

xx

44

42
23

2

   6.  


dx

xxx

x

152

157
23

 

7.   2223 xxx

dx
       8. 

  



dx

xx

x
2

21

1611
 

9. dx
xxx

x
 



44

85
23

       10. .dx
xxx

x
 



22

2
23

 

 

§ 8. Интегрирование тригонометрических функций. 

1. Интегралы вида   bxdxax cossin ,   bxdxax sinsin ,   bxdxax coscos  

находятся с помощью тригонометрических формул:  

    ;coscos
2

1
sinsin bababa   
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    ;coscos
2

1
coscos bababa   

    .sinsin
2

1
cossin bababa   

Пример. 

  xdxxxxdxx 2sin
2

1
(

2

1
)8cos2(cos

2

1
3sin5sin .)8sin

8

1
Cx   

2. Интегралы вида  

,cossin,   xdxxJ mn

mn  

где n  и m  - четные числа, находятся с помощью формул: 

;
2

2cos1
sin 2 x

x


 ;
2

2cos1
cos2 x

x


  .2sin
2

1
cossin xxx   

Если хотя бы одно из чисел  m  или n  - нечетное, то интеграл находим 

непосредственно, отделяя от нечетной степени один множитель и вводя 

новую переменную. В частности, если 12  km , 

то  
 xdxxJ kn

mn

12

, cossin    .sinsin1sincoscossin 22 xdxxxdxxx
knkn    

Пример. 

  xdxxxxdxx 2

1

22

1

3 cossinsincossin  

  )(coscos)(coscos)cos1( 2

1

2

1

2 xxdxxdx  

.
7

cos2

3

cos2
)(coscos

2

7

2

3

2

5

C
xx

xxd    

3. Интегралы вида 

  ,cos,sin dxxxR  

где R – рациональная функция от xsin  и xcos , приводятся к интегралам от 

рациональных функций новой переменной с помощью подстановки 

t
x


2
tg , при этом 

21

2
sin

t

t
x


 , 

2

2

1

1
cos

t

t
x




 , 

21

2

t

dt
dx


 . 

      Доказательство.    

 Имеем: 



25 

 

,

2
tg1

2
tg

2
2

cos
2

tg2
2

cos

2
cos

2
sin

2
2

cos
2

sin2sin
2

22

x

x

xxx

x

x

xx
x



  т.е. .
1

2
sin

2t

t
x


   

Далее, ,

2
tg1

2
tg1

)
2

tg1(
2

cossincoscos
2

2

2222

x

x

xx
xxx





  т.е. .
1

1
cos

2

2

t

t
x




  

Наконец, из равенства   tx arctg2    имеем: .
t

dt
dt

21

2


   

Таким образом,     

.
1

2
)

1

1
,

1

2
()cos,(sin

22

2

2 t

dt

t

t

t

t
RdxxxR






  

Подынтегральная функция рациональна относительно t. 

   Пример 1. Найти интеграл  .
cos53  x

dx
  

   Решение.  Полагаем   .
2

tg
x

t     Тогда 

.

2
tg2

2
tg2

ln
4

1

2

2
ln

4

1

4
)

1

1
53)(1(

2

cos53 2

2

2
2

C
x

x

C
t

t

t

dt

t

t
t

dt

x

dx
























 

   

Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то .cos tx   

Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то .sin tx   

Пример 2. 







  x

xdx
dx

x

xx
dx

x

x
6

2

6

2

6

3

sin

)(sin)sin1(

sin

coscos

sin

cos
 












 C
xx

xxdxxd
3

sin

5

sin
)(sinsin)(sinsin

35
46  

.
sin3

1

sin5

1
35

C
xx
  

 Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то целесообразно применить подстановку 

tx tg , при этом  
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21
sin

t

t
x


 , 

21

1
cos

t
x


 , tx arctg , 

21 t

dt
dx


 . 

.
1

1
)

1

1
,

1
()cos,(sin

222

2
22 dt

ttt

t
RdxxxR


   

Пример 3. Найти интеграл  .
cos31 2  x

dx
 

Решение.  

.
2

tg
arctg

2

1

2
arctg

2

1

4
)

1

3
1)(1(

cos31 2

2

2
2

C
x

C
t

t

dt

t
t

dt

x

dx












 

 

Пример 4. Найти интеграл .cossin 23

  xdxx  

Решение.   dxxxxxdxx 2223 cossinsincossin  

         xdxxxdxxx coscoscossincoscos1 4222

    .cos
5

1
cos

3

1
coscoscoscos 5342 Cxxxdxxdx    

    Пример 5. Найти интеграл .5sinsin  xdxx  

Решение.     dxxxxdxx 6cos4cos
2

1
5sinsin  

     xdxxxdxdxxdx 66cos
6

1

2

1
44cos

4

1

2

1
6cos

2

1
4cos

2

1
 

.6sin
12

1
4sin

8

1
Cxx   

Задачи. Найти интегралы: 

1. .3sin 2

 xdx  2. .cossin 22

  xdxx  

3. .cossin 32

  xdxx  4. .
sin

cos
2

3

 dx
x

x
 

5.   .cos21
2

  dxx  6. .sin 5

 xdx  

7. .
cos

1sin
2

3




dx
x

x
  8. .sin3sin  xdxx  

9. .3cos5cos  xdxx  10. .4cos2sin  xdxx  

11. .2cos 2

 xdx  12. .cossin 43

  xdxx  
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§ 9. Вычисление определенных интегралов. 

 

1. Теорема Ньютона-Лейбница.  

).a(F)b(F)x(Fdx)x(f

b

a

b

a   

2. Замена переменной в определенном интеграле осуществляется по 

формуле 

,dt)t())t((fdx)x(f

b

a






 где  

 t),(b),(a),t(x новая переменная, , новые пределы 

интегрирования. 

3. Интегрирование по частям в определенном интеграле: 

  

b

a

b

a

b

a

).x(du)x(v)x(v)x(u)x(dv)x(u  

Пример 1. Вычислить интеграл .dx
x

x
 










9

4 2

1

5

2
 

Решение. 







 

9

4

9

4

29

4

9

4

9

4
25

2

2

1

5

2

2

1

5

2
x

x

x

dx
xdxdx

x

x
 

= .1423
5

16

5

81
  

Пример 2. Вычислить интеграл .dxxx 

5

0

4  

Решение. Введем новую переменную по формуле .tx  4  

Определим x и .dx  Возведем в квадрат обе части равенства ,tx  4  

получим ,tx 24   откуда 42  tx и .tdtdx 2  Находим новые пределы 

интегрирования. Подставляя старые пределы в формулу ,tx  4  

получаем: 240  t,t  и  .t,t 345  Таким   образом, 

.)()(t

tdt)tt(tdtt)t(dxxx

15

11
33

15

506
19

3

8
211

5

2
827

3

8
32243

5

2

3

8

5

2
42244

3

2

3

3

2

3

2

3

2

5242

5

0
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Пример 3. Вычислить интеграл  .dx
x




4

0 1

1
 

Решение. Положим ,tx  тогда ,tx 2 и .tdtdx 2  

 Подставляя старые пределы интегрирования в формулу 

,tx  получаем ., 20   Следовательно,  

    .3ln243ln221ln2

1

1
12

1

11
2

1

2

1

1

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

4

0
























 

tt

dt
t

dt
t

t

t

tdt
dx

x  

Пример 4. Вычислить интеграл .ln
1

dxx

e

  

Решение. Применим формулу интегрирования по частям. Полагая 

,,ln dxdvxu   определяем .xv,dx
x

du 
1

 Следовательно,  

.111ln1lnlnln 1

1

1

1

  eexeedxxxdxx e

e

e

e

 

Пример 5. Вычислить интеграл .sin
0

dxxx


 

Решение. Применим формулу интегрирования   

по частям. Полагая ,sin, xdxdvxu   определяем  

.cos, xvdxdu  Следовательно,  

.0sinsin)1(

sincos)cos()cos(sin
0

00

0



 






xdxxxxdxxx
 

Пример 6. Вычислить интеграл .dxxx 

2

0

22 4  

Решение. Введем новую переменную tx sin2 . 

Определим tdtdx cos2 . Найдем новые пределы интегрирования .
2

sin
x

t    

При .0,0sin,0  ttx   

При .
2

,1sin,2


 ttx  
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.
2

24sin
4

1
2)4cos1(2

2

4cos1
4

2sin4cossin16cos2sin44sin44

2
0

2
0

2

0

2

0

2

0

22
2

0

2
2

0

22

2

0

22
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Задачи. 

Вычислить интегралы: 

1. .dx)xx( 
4

2

3                    5. .dx
x

x 









9

4

1
3  

2. .
xx

dx






2

5

2 214
                 6. .

xx

dx

 

0

2
2 42

 

3. .
x

xdx




6

1 3
                         7. .cos

0

dxxx


      

4. .
cos2

2

0





 x

dx
                       8. .

1

0

  xx ee

dx
 

 

§ 10. Площадь криволинейной трапеции. 

Площадь криволинейной трапеции численно равна определенному  

интегралу 
b

a

.dx)x(f  

 С точки зрения геометрии определенный интеграл – это ПЛОЩАДЬ.  

То есть, определенному интегралу (если он существует) геометрически 

соответствует площадь некоторой фигуры.  

Пример 1. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями   

.x,x,y,xy 12022     Первый и важнейший момент решения – 

построение чертежа.  
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2

2 
















 



  

Ответ:  9 

Пример 2. 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 1,  xey x   и 

координатными осями. 

Решение: Выполним чертеж: 
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Если криволинейная трапеция расположена под осью OX  (или, по 

крайней мере, не выше данной оси), то её площадь можно найти по 

формуле: 
b

a

.dx)x(fS   

В данном случае:   11

0

1

0

  eedxeS xx  

Ответ: 1e   

Внимание! Не следует путать два типа задач: 

1) Если Вам предложено решить просто определенный интеграл без 

всякого геометрического смысла, то он может быть отрицательным. 

2) Если Вам предложено найти площадь фигуры с помощью 

определенного интеграла, то площадь всегда положительна! Именно 

поэтому в только что рассмотренной формуле фигурирует минус.  

На практике чаще всего фигура расположена и в верхней и в нижней 

полуплоскости. 

Пример 3. 

Найти площадь плоской фигуры, ограниченной линиями  

.xy,xxy  22  

Решение: Сначала нужно выполнить чертеж. Вообще говоря, при 

построении чертежа в задачах на площадь нас больше всего интересуют 

точки пересечения линий. Найдем точки пересечения 

параболы  22 xxy  и прямой .xy  . Это можно сделать двумя 

способами. Первый способ – аналитический. Решаем уравнение: 

.x,x

)x(x

xx

xxx

30

03

03

2

21

2

2
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Гораздо выгоднее и быстрее построить линии поточечно, при этом 

пределы интегрирования выясняются как бы «сами собой». Тем не 

менее, аналитический способ нахождения пределов все-таки приходится 

иногда применять, если, например, график достаточно большой, или 

поточенное построение не выявило пределов интегрирования (они могут 

быть дробными или иррациональными).  

Возвращаемся к нашей задаче: рациональнее сначала построить прямую 

и только потом параболу. Выполним чертеж: 

 

А теперь рабочая формула: Если на отрезке  b,a  некоторая непрерывная 

функция )x(f больше либо равна некоторой непрерывной функции )x(g , 

то площадь фигуры, ограниченной графиками данных функций и 

прямыми ax  , bx  , можно найти по формуле:   

b

a

.dx))x(g)x(f(S  

.

xx
dx)xx(dx))x(xx(S

2

9
9

2

27

3

27

2

27

32

3
32 3

0

323

0

2

3

0

2











 

 

Ответ: 4,5. 
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 Задачи. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 

1. .y,xy 04 2   

2. .0,,ln  yexxy  

3. .y,xy 12   

4. .
4

,0,0,sincos 22 
 xxyxxy  

5. .,2 xyxy   
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