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Введение. 

 

                  Методические указания и варианты к типовому      

расчету по теме «Обыкновенные дифференциальные уравне-

ния» предназначены для студентов, обучающихся по направ-

лению 08.03.01. «Строительство», профилю подготовки «Про-

мышленное и гражданское строительство». 

Цель данного типового расчета – развитие и закрепление 

навыков решения задач. 

Указания состоят из  9 параграфов. Приводятся краткие тео-

ретические сведения и образцы решения многих типовых за-

дач. 

 

 

 §1. Основные понятия и определения. 

 

     Дифференциальным уравнением называется уравнение, 

связывающее независимую переменную x, искомую функцию 

)(xyy   и производные этой функции, т.е. уравнение вида 

0),...,,,,( )(  nyyyyxF . 

         Если искомая функция )(xyy   есть функция одной пе-

ременной х, то дифференциальное уравнение называется 

обыкновенным. 

       Порядком дифференциального уравнения называется по-

рядок наивысшей производной, входящей в уравнение. 

Например: 

1. yxyyx 23 23   - обыкновенное дифференциальное 

уравнение первого порядка. 

2. 3xyxy   - дифференциальное уравнение второго 

порядка. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 

имеет вид 0),,( yyxF  или );( yxfy  . Решением диффе-

ренциального уравнения на интервале );( ba  называется функ-
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ция )(xy  , определенная на интервале );( ba  вместе со сво-

ими производными, и такая, что подстановка функции 

)(xy   в дифференциальное уравнение превращает послед-

нее в тождество по x  на ).;( ba  

Процесс нахождения решения дифференциального 

уравнения называется интегрированием дифференциального 

уравнения. График решения дифференциального уравнения 

называется интегральной кривой этого уравнения. 

 Общим решением дифференциального уравнения 

);( yxfy   в области D называется функция ),( Cxy  , об-

ладающая следующими свойствами: 

 а) эта функция является решением дифференциального 

уравнения при любом значении произвольной постоянной  С, 

принадлежащей некоторому множеству; 

 б) для любого начального условия 00 )( yxy   такого, 

что Dyx ),( 00 , существует единственное 0CC  , при кото-

ром решение удовлетворяет заданному начальному условию. 

 Частным решением дифференциального уравне-

ния );( yxfy   называется такое решение ),( 0 Cxy  , кото-

рое получается из общего решения ),( Cxy   при некотором 

частном значении произвольной постоянной С. 

 Задача Коши для дифференциального уравнения перво-

го порядка );( yxfy   состоит в том, чтобы найти решение, 

которое при заданном значении аргумента 0xx   принимает 

заданное значение 0yy  , т.е. удовлетворяет начальному 

условию 00 )( yxy  . Другими словами, задача Коши состоит в 

нахождении частного решения. 

 Геометрически задача Коши формулируется следую-

щим образом: среди всех интегральных кривых данного диф-

ференциального уравнения выделить ту, которая проходит че-

рез заданную точку );( 00 yx . 
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§2. Дифференциальные уравнения с разделяющимися пе-

ременными. 

 

1. Дифференциальное уравнение вида 

 

dyygdxxf )()(     (1) 

 

называется уравнением с разделёнными переменными. По-

сле интегрирования уравнения (1) его общее решение по-

лучается в неявном виде: 

 

СyGxF  )()( , 

 

где F(x) и G(y) – первообразные соответственно для функ-

ций f(x) и g(у), C-произвольная постоянная. 

 

2. Дифференциальное уравнение вида 

 

0)()()()( 2211  dyygxfdxygxf  (2) 

 

называется уравнением с разделяющимися переменными. Де-

лим на )()( 12 ygxf   ( 0)(2 xf ,  0)(1 yg ) уравнение (2). По-

лучаем 

 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 
yg

dyyg

xf

dxxf
 

 

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

yg

dyyg

xf

dxxf
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Интегрируем обе части равенства 

 

 
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

yg

dyyg

xf

dxxf
 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения. 

x

y
y '  

Решение. 

dx

dy
y '  

x

y

dx

dy
  

Отсюда имеем dx
x

y
dy   

Предположим, что у≠0. Разделим на у. 

x

dx

y

dy
  

Интегрируя, будем иметь 

 
x

dx

y

dy
,или 

||ln||ln||ln cxy   

Потенцируя последнее равенство, окончательно получим 

у=сх 

 

Пример 2. Проинтегрировать дифференциальное уравнение. 

02)1( 2  xydxdyх  

Найти частное решение, удовлетворяющее условию: у=1 при 

х=0 
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Решение: Данное уравнение является уравнением с разделяю-

щимися переменными. Разделив обе части уравнения на про-

изведение )1( 2ху  , получим уравнение 

0
1

2
2





x

xdx

y

dy
 

Интегрируем. 





21

2

x

xdx

y

dy
=0 

  



 0

1

)1(
2

2

x

xd

y

dy
 

||ln)1ln(||ln 2 cxy   

или ||ln
1

||
ln

2
c

x

y



. 

Откуда получаем общее решение 

)1( 2xcy  . 

Чтобы найти искомое частное решение, достаточно опреде-

лить значение произвольной постоянной по начальным усло-

виям. 

1=с(1+0), с=1. 

Следовательно, частное решение имеет вид 
21 xy  . 

Задачи. Найти частное решение. 

1. 3' 4xy  ;  у=0 при х=0 

2. 02)4( '2  xyyx ; у=5 при х=1 

3. 
x

y
xy

ln

'  ; у=1 при х=е 

4. 
2

'

1 x

x
y


 ; у=1 при х=0 

5. 2' yy  ; у=1 при х=-1 
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6. 1'  yxtgy ; у=1 при 
2


x  

Проинтегрировать дифференциальное уравнение с разделяю-

щимися переменными 

7. 0)3()3(  dxydyx  

8. 
4

4
2

'




x
y  

9. 0)()( 22  dyyxydxxxy  

10. xyy cos2'   

11. 0sin 
y

dy
dxx  

12.  dctgrdr  =0 

 

 

§3. Однородные дифференциальные уравнения. 

 

Дифференциальное уравнение первого порядка вида 

 











x

y
fy   (1) 

называется однородным уравнением. Оно приводится к урав-

нению с разделяющимися переменными с помощью подста-

новки 

 

xuy
x

y
u       (2)  , uxuxuxuy  , (3) 

где u – новая неизвестная функция от x,  u   - ее производная 

по x. 

Подставляем (2) и (3) в (1) 

 

)(ufuxu   
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uufxu  )(  

 

т.к. 
dx

du
u  , то 

 

uuf
dx

du
x  )(  

 

dxuufdux  ))((  

 

Делим на 0x  

 

 
x

dxuuf
du




))((
 

 

Делим на 0)(  uuf  

 

 
x

dx

uuf

du


)(
 

 

  
 x

dx

uuf

du

)(
 

 

 Cx
uuf

du


 ln
)(

. 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения. 

x
x

y
y

x

y
xy  coscos'  

Решение. 
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Разделим данное уравнение относительно производной 'y : 

x

yx

y
y

cos

1'   

Правая часть уравнения зависит от отношения 
x

y
, следова-

тельно, данное уравнение является однородным. 

Введем новую функцию t; 
x

y
t  . Тогда y=t∙x, txty  '' . 

Подставляем полученное выражение в уравнение, получим 

уравнение с разделяющимися переменными 

 

  

 

или 
t

xt
cos

1'  . 

Разделим переменные и проинтегрируем 

t
x

dx

dt

cos

1
 , 

x

dx
dtt cos , 

  x

dx
dttcos , 

Cxt  ||lnsin . 

Подставив вместо t его значение, получим общий интеграл. 

.||lnsin Cx
x

y
  

 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение. 

0)(  xdydxyx  

Решение. Решим уравнение относительно производной 'y . 

t
ttxt

cos

1
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0' 


y
x

yx
 

x

yx
y


'  

x

y
y  1'  

Правая часть уравнения зависит от отношения 
x

y
, следова-

тельно, данное уравнение является однородным. 

Введем новую функцию t; 
x

y
t  . Тогда y=tx, txty  '' . 

Подставляем полученное выражение в уравнение. 

ttxt  1  

txt 21'   

tx
dx

dt
21 , 

x

dx

t

dt


12
 

 
 x

dx

t

dt

12
, 

,2
12

)12(
,

12

)12(

2

1
 










x

dx

t

td

x

dx

t

td
 

Cxt ln||ln2|12|ln  , 

C
x

t ln
1

ln|12|ln
2
 , 

2
12

x

C
t  , 

2
12

x

C

x

y
 , и, следовательно, 
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12
2


x

C

x

y
 

x
x

C
y 2  

.
22

x

x

C
y   

 

Задачи. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

1. 02)( 22  dyxydxyx  

2. 0)(  dxydyyx  

3. x

y

xeyxy '
 

4. 
xy

yx
y

22
' 
  

5. y
x

y
xxy  sin'  

6. yyxxy  22'  

7. 
x

y
xyxy cos'   

8. 22' yxyxy  . 

 

§4. Линейные дифференциальные уравнения. Уравнение 

Бернулли. 

 

1) Линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка называется уравнение, содержащее неизвестную 

функцию и ее производную в первой степени: 

 

)()( xfyxpy    (1) 
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2) Уравнением Бернулли называется уравнение вида 

 

Ryxfyxpy   ,)()(      (2) 

 

( при 0  это уравнение является линейным, при 1  - 

уравнением с разделяющимися переменными). В (1) и (2) 

)(xp  и )(xf  - заданные функции. 

 Оба типа уравнений можно решать методом Бернулли с 

помощью подстановки 

 

vuvuyvuy  , , где u и v – новые неизвестные функ-

ции от x, u   и v  - их производные по x. 

 Рассмотрим решение линейного уравнения. 

Подстановка выражений для y и y   в уравнение (1) приводит 

его к виду 

 

)()( xfuvxpvuvu   

 

)())(( xfvxpvuvu  . 

В качестве v выбираем одну из функций, удовлетворяющих 

уравнению  

 

0)(  vxpv , (3) 

 

тогда функция u определяется из уравнения 

  

)(xfvu    (4) 

 

Уравнения (3), (4) – уравнения с разделяющимися перемен-

ными. 

 Рассмотрим решение уравнения (3). 

 



15 

 

0)(  vxpv ,  
dx

dv
v   

 

0)(  vxp
dx

dv
 

 

vxp
dx

dv
)(  

 

dxvxpdv  )( ,     0v  

 

dxxp
v

dv
 )(  

 

  dxxp
v

dv
)(  

 

  dxxpv )(ln  

 

 


dxxp
ev

)(
 (5). 

 

Подставим (5) в (4), найдем функцию u. 

 

 

Пример 1. Найти общее решение линейного уравнения 
3xyyx  . 

Решение. Положим vuy  , тогда vuvuy  . 

 
3)( xuvvuvux    : 0x  
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2x
x

uv
vuvu   

 

2x
x

v
vuvu 








  

Выберем v так, чтобы выражение в скобках обратилось в нуль, 

тогда 

 

 

 

0
x

v

dx

dv
 

 

x

v

dx

dv
  

 

dx
x

v
dv    : 0v  

 

x

dx

v

dv
  

 

 
x

dx

v

dv
 

 

xvxv  lnln . 

 
2xvu    
2xxu   

0
x

v
v
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2xx
dx

du
  : 0x  

 

x
dx

du
  

 

dxxdu   

 

  dxxdu  

 

c
x

u 
2

2

 

Следовательно, xc
x

vuy 









2

2

 

 

Пример 2. Найти частное решение уравнения 

3

' 23

x
y

x
y  , у(1)=1. 

Решение. 
'''; uvvuyuvу   

3

'' 23

x
uv

x
uvvu   

3

'' 2
)

3
(

x
v

x
vuvu   

0
3'  v
x

v  

x

v

dx

dv 3
  

x

dx

v

dv 3
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x

dx

v

dv
3  

||ln3||ln xv   

|
1

|ln||ln
3x

v   

3

1

x
v   

3

' 2

x
vu   

33

21
'

xx
u   

2' u  

2
dx

du
 

dxdu 2  

  dxdu 2  

Cxu  2  

3

1
)2(

x
Cxy   

1

12

1)2(1







C

C

C

 

3

1
)12(

x
xy  . 

Задачи. Решить уравнение: 

1. 2'  yy  

2. 4' 2
2

xy
x

y   

3. 4' 3 xyxy   
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4. xey
dx

dy
 2  

5. texx  3'  

6. 
2

22' xxexyy   

7. 1sincos'  xyxy  

8. xyyx cos)1( '  . 

 

Найти решение уравнения, удовлетворяющее заданному 

начальному условию, 

1. 12'  yy , у(0)=
2

1
 

2. xy
x

y 
3' , у(1)=1 

3. xeyy '2 , у(0)=5 

4. ,2
2xexy

dx

dy
  у(2)=0 

5. yxxyx  )cos( ' , у(
2


)=

2


 

6. xyxy sin'  , у(
2


)=



1
 

7. 42'2  xyyx , у(-1)=0. 

 

 

§ 5.    Дифференциальные уравнения второго порядка. 

 

       Мы перейдем теперь к изучению дифференциальных 

уравнений вида 

                                         0),,,(  yyyxF . 

       Обычно рассматривают уравнения, разрешенные относи-

тельно производной 

Катя
Линия

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш

Катя
Карандаш
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                                           ).,,( yyxfy    

       Начнем с уравнения     .xy      

Последовательно интегрируя, найдем сначала первую произ-

водную: ,
2

1

2

C
x

y   а затем и саму функцию:  

.
6

)
2

( 21

3

1

2

CxC
x

dxC
x

y       

Так как мы интегрировали  дважды, то и получили две произ-

вольные постоянные, которые обозначили  ., 21 CC  

       Дифференциальное уравнение второго порядка 

),,( yyxfy   имеет бесчисленное множество решений, кото-

рые задаются формулой ),,,( 21 CCxy   содержащей две про-

извольные постоянные. Эта совокупность решений называется 

общим решением. 

      Частное решение уравнения отыскивается при  помощи 

задания начальных условий 

.)(,)( 0000 yxyyxy    

       Геометрический смысл начальных условий заключается в 

том, что помимо точки ),( 00 yx  через которую должна прохо-

дить интегральная кривая, мы задаем еще угловой коэффици-

ент касательной )( 0y  к этой кривой. Отметим, что так как об-

щее решение уравнения  второго порядка зависит от двух про-

извольных  постоянных, то через данную точку проходит бес-

численное множество интегральных кривых, лишь одна из ко-

торых имеет данный угловой коэффициент. 

  

     

    § 6.  Частные случаи уравнений второго порядка. 

 

Возьмем дифференциальное уравнение второго порядка  

),,( yyxfy   
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И рассмотрим частные случаи, легко приводимые к диффе-

ренциальным уравнениям первого порядка. 

 

1. Правая часть уравнения не содержит y и y′: 

                                                    ).(xfy   

Так как   ,)(  yy   то  

                                        .)( 1  Cdxxfy  

Интегрируя еще раз, будем иметь: 

,))(( 21 CdxCdxxfy      где 21,CC - произвольные посто-

янные. 

2.  Правая  часть уравнения не содержит y: 

                                         ).,( yxfy   (*) 

Положим zyzy  ,  и уравнение (*)  обращается в уравне-

ние первого порядка относительно z: 

                                            ).,( zxfz   

Найдя решение этого уравнения, ),,( 1Cxz    мы искомое 

решение получим интегрированием равенства ,zy    т.е.  

.),( 21 CdxCxy    

 

Пример.  Решить уравнение 

                                                  .x
x

y
y 


  

Решение. 

Полагая  ,, zyzy   приходим к уравнению первого поряд-

ка 

.x
x

z
z   

 Уравнение является линейным. 
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x
v

xv

x

dx

v

dv

x

dx

v

dv

x

v

dx

dv

x

v
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x
x
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vuvu

x
x

uv
vuvu

vuvuzvuz
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lnln

0
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Тогда          
,

3

1

2

x

Cx
y 

 

.
3
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(

3

1

1
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1

3

1

3
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x
C
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.ln
9

)
3

( 21

3

1

2

CxC
x

dx
x

Cx
y    

 

3.  Правая часть уравнения не содержит :x  

                                ).,( yyfy   

   Положим py    и будем считать p    функцией от .y   

Дифференцируя это равенство, получим .
dx

dp
y    Чтобы ис-

ключить x , произведем следующее преобразование: 

.p
dy

dp
y

dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp
  

Таким образом, 

                             .
dy

dp
py   

Подставив в уравнение, будем иметь: 

                              ),,( pyf
dy

dp
p   

т.е. уравнение первого порядка относительно  p  как функции 

от .y  

Решив его, найдем  ).,( 1Cyp   Тогда искомое решение по-

лучим из уравнения с разделяющимися переменными: 

 

 

.
),(

),(

),(

),,(

2

1

1

1

1

Cx
Cy

dy

dx
Cy

dy

dx
Cy

dy

Cyp
dx

dy
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Пример. 

 Решить уравнение 

                                              

    .02 2  yyy  

Решение. 

 

Полагая 

,,
dy

dp
pypy    получим: 

.02 2  p
dy

dp
yp  

Это уравнение первого порядка с разделяющимися перемен-

ными. 

.

lnln
2

1
ln

2

2

1

1

y

C
p

Cyp

y

dy

p

dp

y

dy

p

dp










 

.
3

2
21

2

3

1

1

1

CxCy

dxCdyy

dxCdyy

y

C

dx

dy
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        § 7.Линейные дифференциальные уравнения. 

 

       Линейным дифференциальным уравнением второго по-

рядка называется уравнение первой степени относительно не-

известной функции и ее производных. 

         Мы будем записывать его в виде 

                                   ),(21 xfyayay   (*) 

где  21,aa функции независимой переменной x   или посто-

янные величины. 

        Функция  )(xf   называется правой частью уравнения. 

Если функция )(xf   тождественно равна нулю, то уравнение  

(*) называется линейным уравнением без правой части  (или 

однородным). В противном случае уравнение (*)  называется 

линейным уравнением с правой частью (или неоднородным). 

   1. Линейные уравнения без правой части, т.е. 

                             .021  yayay     (**) 

   Теорема.  Если  )(),( 21 xyxy  решения линейного уравне-

ния (**), то функция  

)()()( 2211 xyCxyCxy    при любых постоянных 21,CC   так-

же является решением уравнения. 

    Доказательство.  Продифференцируем дважды функцию  

:2211 yCyCy   

.

,

2211

2211













yCyCy

yCyCy
 

 

Подставим  yyy ,,   в левую часть уравнения (**). Получим: 

).()(

)()(

222122121111

22112221112211

yayayCyayayC

yCyCayCyCayCyC
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Выражения в скобках тождественно равны нулю, т.к. функции 

21, yy решения уравнения  (**). 

       На основе доказанной теоремы мы  можем сделать следу-

ющий вывод о структуре  общего решения линейного уравне-

ния без  правой части (**). 

       Если  21, yy решения уравнения (**) такие, что их  отно-

шение не равно постоянной величине, то линейная комбина-

ция этих функций  

                                          2211 yCyCy      (***) 

является общим решением уравнения. 

         В предыдущей теореме мы доказали, что функция (***) 

является решением линейного уравнения без правой части, а 

так как она содержит две произвольные постоянные, то она и 

является общим решением. 

           Зная общее решение уравнения, мы  можем по задан-

ным начальным условиям отыскивать соответствующее част-

ное. Пусть, например, заданы начальные условия   

,)(,)( 0000 yxyyxy    причем  в точке  0x  коэффициенты  

21,aa   непрерывны. Подставляя эти значения  в выражение 

для общего решения и его производной, получим систему ли-

нейных уравнений относительно :, 21 CC  

., 02021010202101








 yyCyCyyCyC
 

       Для того  чтобы из общего решения можно было получить 

любое частное, надо проверить, что полученная система имеет 

решение при любых начальных данных ., 00


yy  

Для этого определитель системы должен быть отличен от ну-

ля:  
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.0
2010

2010


 yy

yy
 

Доказательство этого факта для общего случая мы опустим, а 

позже произведем соответствующую проверку для частных 

случаев. 

   2. Линейные уравнения с правой частью. 

Пусть дано линейное уравнение второго порядка с правой ча-

стью 

                            ).(21 xfyayay    (*) 

Уравнение без правой части   

                             ,021  yayay         (**) 

получающееся из данного уравнения (*), если вместо свобод-

ного члена  )(xf   взять нуль, назовем соответствующим урав-

нению (*). Докажем теорему о структуре общего решения 

уравнения с правой частью (*). 

       Теорема. Общее решение уравнения с правой частью (*)  

можно составить как сумму общего решения соответствующе-

го уравнения без правой части (**) и какого-нибудь частного 

решения данного уравнения (*). 

        Доказательство. Обозначим  через Φ(x) общее решение 

уравнения (**), а через φ(x)- какое-нибудь частное решение  

уравнения (*). Возьмем функцию  

                                               ).()( xxy   

Имеем:   ).()(),()( xxyxxy     

Подставляя выражения для   yyy ,,   в левую часть заданного 

уравнения (*), найдем: 

   
   .)()()()()()(

)()()()()()(

2121

21

xaxaxxaxax

xxaxxaxx





 

 
 

Выражение в первой квадратной скобке равно нулю, т.к. 

 )(x решение уравнения без правой части (**), а выражение 

во второй квадратной скобке равно )(xf , т.к. )(x решение 
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уравнения с правой частью (*).Следовательно, функция 

)()( xxy    действительно есть решение уравнения (*). 

       Итак, для того чтобы найти общее решение уравнения с 

правой частью, нужно найти общее решение соответствующе-

го уравнения без правой части и лишь одно какое-нибудь 

частное решение заданного уравнения. Это можно записать 

так: 

                                 ),(2211 xyCyCy   

где 21, yy частные решения соответствующего уравнения без 

правой части, а )(x частное решение уравнения с правой 

частью. 

 

 § 8 . Линейные однородные дифференциальные уравнения 

второго  порядка с постоянными коэффициентами. 

 

Линейным однородным дифференциальным уравнением вто-

рого порядка с постоянными коэффициентами называется 

уравнение вида 

 

0 qyypy ,  (1) 

где постоянные Rqp , . 

Найдем общее решение такого уравнения. 

    Будем искать частное решение уравнения  (1)  в форме  

,kxey    где k -постоянное число, подлежащее определению. 

    Имеем:   ., 2 kxkx ekykey   

Следовательно, должно иметь место тождество 

                     0)( 2  qpkkekx  

или, так как   ,0kxe  

                       02  qpkk . 

 

Уравнение  
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       02  qpkk        (2) 

 

называется характеристическим уравнением для уравнения 

(1). 

 В зависимости от корней 1k  и 2k характеристического 

уравнения (2) получаем общее решение уравнения (1) в виде 

 

xkxk
eCeCy 21

21  ,  (3) 

если 1k  и 2k  - различные действительные числа; 

 

xk
eCxCy 1)( 21  , (4) 

если 1k  = 2k ; 

)sincos( 21 xCxCey
x




 , (5) 

 

если   ikik  21 ,  - комплексные числа, С1, С2 – 

произвольные постоянные. 

 

Докажем каждый из этих случаев в отдельности. 

1).Корни характеристического уравнения действительные и 

различные. 

При этом оба корня могут быть взяты в качестве показателей  

k   функции  ,kxe   и мы сразу получим два решения уравнения  

(1):  ., 21 xkxk
ee  Ясно, что их отношение не является постоянной 

величиной:  
xkk

xk

xk

e
e

e )( 21

2

1


 . 

Общее решение в случае действительных и различных корней  

характеристического  уравнения имеет вид 

                                       .21

21

xkxk eCeCy   

 



30 

 

 

 

Пример 1.  
Найти общее решение уравнения 065  yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение для данного уравне-

ния принимает вид 

 

0652  kk . 

Т.к.  3,2 21  kk , то в соответствии с формулой (3) общее 

решение данного дифференциального уравнения имеет вид 

 
xx eCeCy 3

2

2

1 
 

 

2).Корни характеристического уравнения действительные и 

равные. 

В этом случае мы  непосредственно получаем только одно ре-

шение  .1

1

xk
ey   

Покажем, что в качестве второго решения можно взять функ-

цию 

                                                          .1

2

xk
xey   

Продифференцируем дважды функцию  :2y  

                           

.2

,

11

11

2

112

12

xkxk

xkxk

xekeky

xekey







 

Подставим найденные выражения в левую часть уравнения  

(1): 

 .)2()(

)(2

11

2

1

1

2

11

1

11111

pkqpkkxe

qxexekepxekek

xk

xkxkxkxkxk




 

Поскольку  1k корень характеристического уравнения, то  

,01

2

1  qpkk  
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а так как  1k двукратный корень, то по формуле Виета  

.02; 111  pkpkk  

Таким образом, выражение, заключенное в квадратной скобке, 

равно нулю, и функция  

xk
xey 1

2    действительно является решением уравнения (1). 

Итак, в случае действительных равных корней характеристи-

ческого уравнения общее решение уравнения (1) имеет вид 

                                     .)( 1

21

xkexCCy   

    И здесь легко проверить, что определитель, ни при каком 

значении  0x  не равен нулю: 

                         .001

010101

0101

2

011

0 


xk

xkxkxk

xkxk

e
exkeek

exe
 

 

Пример 2. 

 Найти общее решение уравнения 044  yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение 0442  kk  име-

ет корни 221  kk . 

В соответствии с формулой (4) получаем общее решение ис-

ходного дифференциального уравнения 

)( 21

2 xCCey x  

. 

 

3). Корни характеристического уравнения комплексные со-

пряженные числа:  

., 21  ikik   

Покажем, что в этом случае решениями будут служить функ-

ции  
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.sin,cos 21 xeyxey xx     

Проведем проверку для функции  .cos1 xey x   

.cossin2cos

,sincos

22

1

1

xexexey

xexey

xxx

xx















 

Подставляя найденные производные в левую часть уравнения 

(1) и группируя слагаемые, получим: 

 .sin)2(cos)( 22 xpxqpe x    

Если подставить корень  i    в характеристическое уравне-

ние , то будем иметь: 

.0)2()(

0)()(

22

2









piqp

qipi
 

Комплексное число равно нулю только в том случае, если рав-

ны нулю его действительная и мнимая части, следовательно,  

.02

,022









p

qp
 

Эти равенства показывают, что в результате подстановки 

функции     xey x  cos  

в уравнение мы получаем нуль. Совершенно аналогично мож-

но произвести проверку и для функции   .sin2 xey x   

    Итак, в случае комплексных сопряженных корней характе-

ристического уравнения общее решение имеет вид 

                                         ).sincos( 21 xCxCey x    

Определитель 

0

0000

00

2

0000

00

cossinsincos

sincos x

xxxx

xx

e
xexexexe

xexe 












 

всегда отличен от нуля. 

 

Пример 3.  

Проинтегрировать уравнение 0 yyy . 
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Решение. Характеристическое уравнение 012  kk . 

Найдем корни этого уравнения. 

 

3411141 D  

 

1,
2

31

2

31

2

31 2
2

2,1 








 i
ii

k  

 

i
i

k
2

3

2

1

2

31
1 


 ;  i

i
k

2

3

2

1

2

31
2 


 . 

 

2

1
 ; 

2

3
  

В соответствии с формулой (5) находим общее решение 

 


















xCxCey

x

2

3
sin

2

3
cos 21

2
. 

Пример 4.  
Найти частное решение дифференциального уравнения. 

 

0
4

3
 yyy ,   1)0(,6)0(  yy . 

Решение. Характеристическое уравнение 0
4

32  kk . 

2

3
;

2

1

2

21

2

411
21

4

3

2,1 





 kkk . 

Т.к. корни 1k  и 2k  - различные действительные, то общее ре-

шение уравнения имеет вид  
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xx

eCeCy 2

3

2
2

1

1



 . 

Найдем частное решение. 

Подставим в общее решение первое начальное условие: 

66)0( 21  CCy . 

Чтобы составить второе уравнение, продифференцируем об-

щее решение и воспользуемся вторым начальным условием: 

x
x

eCeCy 2

3

2
2

1
2

3

2

1 

 , 

 1
2

3

2

1
1)0( 21  CCy . 

Решим систему уравнений: 

 































1

5

23

6

1
2

3

2

1

6

2

1

21

21

21

21

C

C

CC

CC

CC

CC

 

 

Подставив найденные значения постоянных в общее решение, 

получим частное решение 

 

x
x

eey 2

3

25


 , 

Задачи. 

Найти общие решения однородных дифференциальных урав-

нений второго порядка с постоянными коэффициентами. 

 

1. 034  yyy   6. 0168  yyy  

 

2. 082  yyy   7. 0134  yyy  

 

3. 023  yyy   8. 0256  yyy  
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4. 04  yy   9. 09  yy  

 

5. 02  yyy   10. 016  yy  

 

Решить задачу Коши для дифференциального уравнения вто-

рого порядка 

 

1. 1)0(,2)0(,022  yyyyy  

 

2. 2
4

,1
4

,04 



















yyyy  

 

3. 6)0(,1)0(,06  yyyy  

 

4. 
9

1
)0(,1)0(,01029  yyyyy  

 

5. 6)2(,1)2(,03712   yyyyy  

 

Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка: 

03

'

2

''

1

'''

0  yaуауаyа  

Характеристическое уравнение  

032

2

1

3

0  акакака  

Если корни 321 ккк  , то общее решение имеет вид: 

хкхкхк есесесу 321

321 
 

если 321 ккк  , то общее решение будет иметь вид: 

хкхкхк
есхесесу 311

321   
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Если 321 ккк  , то общее решение имеет вид: 

хкхкхк
ехсхесесу 111 2

321   

 

Если 1к  - действительное число,  iк 3,2 , то общее ре-

шение: 

 xxk
eecy 1

1 ( xCxC  sincos 32  ) 

 

 Пример 5.  

Найти общее решение уравнения 

02 ''''''  yyy  

Решение. 

Составляем характеристическое уравнение 02 23  kkk  и 

находим его корни: 

1,00)1()12( 3,21

22  kkkkkkk  

Следовательно, уравнение имеет три действительных корня, 

причем два из них равные. 

Общее решение уравнения 
xxx xecececy   32

0

1  

xx xececcy   321  

Где 321 ,, ccc  - произвольные постоянные. 

 

Пример 6. 

 Решить уравнение 

022 ''''''  yyyy . 

Решение: составим характеристическое уравнение: 

022 23  kkk . 

Преобразуя левую часть уравнения, получим 

0)2()2(2  kkk , (k-2)( 2k -1)=0, 
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Откуда 2,1,1 321  kkk . 

 

Получаем общее решение уравнения 

xxx ecececy 2

321  
. 

 

Задачи. Решить уравнения. 

1) 0157 ''''''  yyy  

2) 08'''  yy  

3) 044 ''''''  yyyy  

4) 044 ''''''  yyyy  

5) 023 ''''  yyy  

6) 033 ''''''  yyyy  

7) 06116 ''''''  yyyy . 

 

§ 9. Линейные неоднородные дифференциальные уравне-

ния с постоянными коэффициентами. 

 

 

Рассмотрим линейное уравнение  

                                                        ).(xfqyypy         (*) 

 

1. Пусть правая часть уравнения  (*) имеет вид 

                                     ,)()( mxexPxf   

где )(xP многочлен. Тогда уравнение (*)  имеет частное 

решение вида 

                                       ,)( mxn exQxy   

где  )(xQ многочлен той же степени, что и )(xP , причем 

если  число m не является корнем характеристического урав-
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нения 02  qpkk , то n=0, а если является, то n-кратность 

этого корня. 

Пример. 

Найти общее решение уравнения 

                                 .12 xyyy   

Решение. Найдем общее решение уравнения      

.02  yyy    

Характеристическое уравнение    0122  kk    имеет дву-

кратный корень  

.1k   Значит, общее решение однородного уравнения  име-

ет вид 

                                            .)( 21

xexCCy   

Правая часть имеет рассматриваемую форму, 

 причем .1)(,0 xxPm   

Так как число  0  не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение ищем в виде  

                                             ,BAxy   

где  BA, постоянные. 

Дифференцируя и подставляя в дифференциальное уравне-

ние, находим  коэффициенты: 

.12

.0,

xBAxA

yAy




 

  Приравнивая коэффициенты в обеих частях равенства  

,12,1  BAA  

получим  .3,1  BA  

Итак, частным решением заданного уравнения является 

функция   ,3 xy  

а его общим решением  - функция 

                                                          .3)( 21  xexCCy x  

 

2.Пусть правая часть уравнения (*) имеет вид 
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                                  .sincos)( nxbnxaxf    

Если числа  in   не являются корнями характеристического 

уравнения, то уравнение имеет частное решение вида  

                                    .sincos nxBnxAy    

Если же числа  in   служат корнями характеристического 

уравнения, то частное решение имеет вид 

                                     ).sincos( nxBnxAxy   

Пример. 

 Найти общее решение дифференциального уравнения 

                                     .2sin5134 xyyy   

Решение. Найдем общее решение однородного уравнения  

                                      .0134  yyy  

Характеристическое уравнение   01342  kk   имеет корни 

.322,1 ik   

Значит, общее решение соответствующего уравнения без 

правой части запишется так: 

                ).3sin3cos( 21

2 xCxCey x    

Так как числа  i2   не являются корнями характеристиче-

ского уравнения, то частное решение неоднородного уравне-

ния ищем в виде 

                     .2sin2cos xBxAy   

Дважды дифференцируем: 

                      
xBxAy

xBxAy

2sin42cos4

2cos22sin2




 

 

и подставляем в уравнение: 

.2sin5

2sin132cos132cos82sin82sin42cos4

x

xBxAxBxAxBxA





 

Приравнивая друг другу коэффициенты при  xx 2cos,2sin   в 

обеих частях равенства, получим: 
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.089

598





BA

BA
 

Отсюда  ,
29

9
,

29

8
 BA  т.е.  частным решением будет 

функция  

                                              ,2sin
29

9
2cos

29

8
xx   

а общим   

                   .2sin
29

9
2cos

29

8
)3sin3cos( 21

2 xxxCxCey x    

3. Если правая часть уравнения (*) имеет вид 

                   ),sin)(cos)(()( 21 nxxPnxxPexf mx   

где   )(),( 21 xPxP многочлены, а числа  inm    не являются 

корнями характеристического уравнения,  то частное решение 

следует искать в виде 

                     ),sin)(cos)(( 21 nxxRnxxRey mx   

где  )(),( 21 xRxR многочлены степени, равной высшей из 

степеней многочленов  ).(),( 21 xPxP  

Если числа  inm   являются корнями характеристического 

уравнения,  то указанную форму частного решения следует 

умножить на .x  

Пример.  
Найти общее решение уравнения 

                                 .sin4 xxyy   

Решение. Найдем общее решение однородного уравнения     

.0 yy  

Характеристическое уравнение   .012 k  

Корни характеристического уравнения  .2,1 ik   

Общее решение однородного уравнения имеет вид 

                                         .sincos 21 xCxCy   

Частное решение ищем в виде 
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                                           .sin)(cos)( xDCxxBAxxy    

Имеем: 

 

 

 
  .sin)22()4(

cos)22()4(

sin)(coscoscos)(sinsin

cos)(sinsin)(

coscos)(sinsin)(cos

cos)(sinsin)(cos

sin)(cos)(

2

2

xBCxDACx

xDAxBCAx

xDCxxCxCxBAxxAxAx

xDCxxCxBAx

xAxDCxxCxBAxxAy

xDCxxCxBAxxAx

xDCxxBAxy















 

Подставляя в уравнение, находим: 

    .sin2sin)(2cos)(2 xxxBCAxxDACx   

Это равенство будет тождественным только при 

.0,22,0,02  BCADAC  

Отсюда     .1,0,0,1  DCBA  

Следовательно, получаем частное  решение 

                                 ).cos(sin xxxxy   

Общее решение имеет вид 

                              ).cos(sinsincos 21 xxxxxCxCy   

    

Если правая часть )(xf  уравнения (*)  равна сумме функций 

)(...)()()( 21 xfxfxfxf p  

и  )(xi - частные решения уравнений 

),...,2,1(),( pixfqyypy i  соответственно, то сумма 

)(...)()( 21 xxx p   есть частное решение уравнения 

(*).  

 

Задачи.  
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Решить уравнения. 

 

1) xeyy 3157 '''   

2) 128 2  xyy  

3) 444 '''  xyyy  

4) xeyyy 2''' 244   

5) xyyy sin23 '   

6) xyyy 2cos33 '''   

7) .6116 ''' xexyyy   

 

Найти общее решение уравнения с разделяющимися пере-

менными: 

1) yxxy )sin('   

2) 1'   yey  

3) 
1

1'






x

y
y  

4) 01 '2  xyyx  

5) yyyx ln)(sin '   

6) 
yxey '

 

7) 0cossin  dyxdxxy  

8) 0)1(2)1( 2  dxexdyxe yy  

9) dxydyx 2)1(   

10) 0)1(  dyxxydx  

11) 0)1( 2  xdydxy  

12) )1(3 2'  xyy  

13) xyy 2' 1  

14) 14'  yxy  
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15) 2' yyxy   

16) 0)2(  dxyxydy  

17) 0sin 2  dydxxy  

18) 12'  yxy  

19) 0)1( '  yyx  

20)
y

yx
y

)1( 2
' 
  

21) 
y

xy
y




1

cos'  

22) xx eyye  ')1(  

23) 0)1(1 22  dyxdxy  

24) yxey '  

25) .01 22  dyxdxy  

 

Найти общее решение линейного дифференциального урав-

нения 

1) xx
x

y
y 2

2

2' 


  

2) 
2' )1(

1

2



 xey

x
y x

 

3) xxtgyy 2' cos  

4) )1(
1

1' 


 xey
x

y x
 

5) xxxctgyy sin2'   

6) 3' 2
xy

x
y   
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7) 
2

2

2

'

1

2

1

2

x

x
y

x

x
y





  

8) x
x

y
y 3'   

9) 3' )1(
1

2



 xy

x
y  

10) 
xxeyy 3' 3   

11) xxyxy sin2'   

12) 
1

3

1

4
22

'







x
y

x

x
y  

13) xeyy '  

14) xxctgyy sin'   

15) 
x

xtgyy
cos

1'   

16) 1)1( '2  xyyx  

17) xxyxy 2sinsincos'   

18) xeyy '  

19) x
x

y
y 

3'  

20) 
x

e

x

y
y

x2

2'


  

21) xyyx  ')12(  

22) xxyy 2sincos'   

23) xctgxytgy '  

24) 
x

xtgyy
3

'

cos

1
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25) 
3

' 23

xx

y
y   

 

Найти общее решение однородного уравнения. 

 

1) 22arcsin)( yx
x

y
yyx   

2) 044 22  yxyyx  

3) )2(ln 
x

y
yyx  

4) 02 22  xyyxy  

5) 

x

y

e

x
yyx





1

 

6) 0)2()2( 22  dyxxydxyxy  

7) 
x

y
x

x

y
yyx 3cossin)(   

8) yxyyx 5)5(   

9) yyxyx  2232  

10) x
x

y
yyx  ln)(  

11) x
x

y
y

x

y
yx  sinsin  

12) 12 
y

x

x

y
y  

13) yyxyx  223  

14) 0)( 22  dxeydyxxye x

y

x

y

 

15) 24
2

2


x

y

x

y
y  
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16) x
x

y
tgyyx  )1)((  

17) x

y

xeyyx   

18)
x

y
xyyx 2cos  

19) dxxyxdy )43(   

20) xy
x

y
xtgyx  2  

21)
yx

yx
y






2

2
 

22) 882
2

2


x

y

x

y
y  

23)
x

y
xyyx 2sin  

24)
2

2

33

2

y

x

x

y
y   

25) .sincos)( 4

x

y
x

x

y
yyx   

 

Найти частное решение дифференциального уравнения. 

 

1) 082 '''  yyy ,     1)0(,0)0( '  yy  

2) 022 '''  yyy ,     1)0(,2)0( '  yy  

3) 043 '''  yy ,     
3

4
)0(,1)0( '  yy  

4) 0432 '''  yyy ,     2)0(,3)0( '  yy  

5) 06 '''  yyy ,     2)0(,1)0( '  yy  

6) 044 '''  yyy ,     2'2 )1(,)1( eyey   



47 

 

7) 052 '''  yyy ,     1)
2

(,1)
2

( ' 


yy  

8) 02610 '''  yyy ,     1)(,1)( '   yy  

9) 034 '''  yy ,     
4

3
)0(,2)0( '  yy  

10) 0158 '''  yyy ,     eyey 4)
4

1
(,2)

4

1
( '   

11) 023 '''  yyy ,     2)0(,3)0( '  yy  

12) 04 '''  yy ,     2)
4

(,1)
4

( ' 


yy  

13) 01029 '''  yуy ,     
9

1
)0(,1)0( '  yy  

14) 0106 '''  yyy ,     0)(,)( '3     yey  

15) 012 '''  yyy ,     
12

1
)0(,2)0( '  yy  

16) 03712 '''  yyy ,     6)2(,1)2( '   yy  

17) 0673 '''  yyy ,     8)0(,1)0( '  yy  

18) 0172 '''  yyy ,     3)
4

(,0)
4

( ' 


yy  

19) 0352 '''  yyy ,     
2

7
)0(,0)0( '  yy  

20) 0544 '''  yyy ,     
2

1
)0(,1)0( '  yy  

21) 06 '''  yy ,     6)0(,1)0( '  yy  

22) 056 '''  yyy ,     4)1(,0)1( '  yy  

23) 025 '''  yy ,     1)0(,4)0( '  yy  

24) 052 '''  yyy ,     1)0(,1)0( '  yy  

 

25) 072 '''  yy ,     8)0(,1)0( '  yy  
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Найти общее решение дифференциального уравнения третье-

го порядка: 

 

1) 04 ''''  yy  

2) 03 ''''  yy  

3) 043 ''''''  yyy  

4) 02 ''''''  yyy  

5) 043 ''''''  yyy  

6) 022 ''''''  yyy  

7) 0168 ''''''  yyy  

8) 02 ''''''  yyy  

9) 066 ''''''  yyy  

10) 016 ''''  yy  

11) 0524 ''''''  yyy  

12) 02 ''''''  yyy  

13) 03 '''''  yy  

14) 0344 ''''''  yyy  

15) 049 ''''  yy  

16) 096 ''''''  yyy  

17) 0102 ''''''  yyy  

18) 09124 ''''''  yyy  

19) 023 '''''  yy  

20) 052 ''''''  yyy  

21) 025204 ''''''  yyy  

22) 023 ''''''  yyy  

23) 09 ''''  yy  
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24) 09 ''''  yy  

25) 044 ''''''  yyy  

 

Найти общее решение дифференциального уравнения. 

 

   1) 02  xyyx  

2)  xxyyx cos2  

3)  yyx  2)1( 2  

4)  xxyxxy 2lnln   

5)  1)1(  yyx  

6)  
x

tgxyy
cos

1
  

7)  yyxx ln  

8)  0sin2  yxy  

9)  0 yeyye xx  

10) xtgxyy 2sin  

11) 015  yyx  

12) 1 ytgxy  

13) yyxyx  2)(  

14)
x

ytgxy
2sin

1
  

15) xyyx cos)sin1(   

16) 422 xyyx   

17) 432 2  xxyyx  

18) 12  yxyx  

19)
22

2

1

2

1
1

x
y

x

x
yx





  

20) yxyyx  2ln)(  
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21) yxyx  )21( 2   

22) 22 )(yyx   

23) yyyy  2)(  

24) )(2 4yyyyy   

25) .)( 23 xy
x

y
y 


  

 

Найти общее решение дифференциального уравнения второ-

го порядка. 

 

1) xyyy sin102   

2) xexyy )1(89   

3) 25  xyy  

4) 151624127 2  xxyyy  

5) xxyyy  2334  

6) xyyy 4cos65128   

7) xyyy 2sin84   

8) xyyy 42   

9) 1224 2  xxyy  

10) )1(222  xyyy  

11) xyyy cos1096   

12) xyyy 3cos2   

13) xyyy 2sin1752   

14)
2

44
x

yyy   

15) xeyyy  62510  

16) xeyyy 443    

17) 123 2  xyyy  



51 

 

18) )2(
2

1

2

1
 xxyyy  

19) xxyyy cos2sin23   

20) xeyyy 3265   

21) xxyy 52525 2   

22) 13635 2  xyy  

23) xxeyyy 365   

24) 1103 2  xyyy  

25) .cos3276 xyyy   

 

Найти вид общего решения дифференциального уравнения 

 

1) xxxeyyy x 2sincos54 2    

2) xexyyy x 2sin531245 2   

3) xeyyy x cos5106 5   

4) xxeyyy x 25sin542510 5   

5) xexxxyy 22 2sin32   

6) xexyyy 6546cos73612   

7) xexyy 9759   

8) 24sin4168 4  xexxxyyy  

9) xxeyyy x 5cos22   

10) 2
2

sin6 32 


x

e
x

xyyy  

11) xxexyy x 2sin4 22   

12) 3cos2 xxexyyy x   

13) xexxyy 5cos   

14) xx xexxeyy 222 52cos32   
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15) xexxyy 44cos316   

16) xexxyy x 3sin73cos329 32   

17) xxexyyy 34sin5256   

18) xexxxyy 42 54sin134   

19) xxeyyy x 2cossin22   

20) xx exxxxeyyy 24 4cossin3178    

21) 13sin89 2  xxyy  

22) xx exeyyy   2cos136 13  

23) xexxyyy 4233cos2512   

24) xxexxyyy 37sin53532   

25) .4cos42 xexxyyy   


